
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

11η Εβδοµάδα

Θεωρία Ευστάθειας

Θεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων

(0.1)
dx

dt
= Φ(t,x)

(
ή x′ = Φ(t,x)

)
,

µε αρχική συνθήκη

x(t0) = c,

όπου,

x = x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)),

c = (c1, . . . , cn),

Φ(t,x) = (Φ1(t,x), . . . ,Φn(t,x)).

Για n = 2 αντί x1, x2 ϑα γράφουµε x, y και για n = 3 αντί x1, x2, x3 ϑα

γράφουµε x, y, z. Συστήµατα στα οποία το δευτερο µέρος εξαρτάται µόνο από

το x ονοµάζονται αυτόνοµα.

Είναι γνωστό ότι στις εφαρµογές οι αρχικές συνθήκες είναι το αποτέλεσµα

υπολογισµού στην αρχική στιγµή t = t0 των δεδοµένων ενός ϕυσικού ϕαι-

νοµένου και δεν µπορούν να υπολογιστούν µε απόλυτη ακρίβεια. Τα µικρά

σφάλµατα στον υπολογισµό των αρχικών δεδοµένων µπορούν να µας οδηγή-

σουν σε µια λύση τελείως διαφορετική από εκείνη που ψάχνουµε. Για αυτό

είναι σηµαντικό να ορίσουµε τις συνθήκες, υπό τις οποίες οι µικρές διαταρα-

χές των αρχικών δεδοµένων προκαλούν µικρές διαταραχές της λύσης. Αν το

t µεταβάλλεται σε κάποιο πεπερασµένο διάστηµα [t0, T ], η απάντηση δίνεται

από το ϑεώρηµα συνεχούς εξάρτησης από τα αρχικά δεδοµένα. Αν το t µπορεί
να παίρνει οσοδήποτε µεγάλες τιµές, τότε µε αυτά τα προβλήµατα ασχολεί-

ται η ϑεωρία της ευστάθειας. Προφανώς εδώ αναφερόµαστε στις λύσεις που

υπάρχουν ∀t > t0 ≥ 0.
Εδώ ϑα χρειαστούµε το ανάπτυγµα Taylor πρώτης τάξης :

έστω

f(x) : Rn → R

παραγωγίσιµη στο x0 συνάρτηση, τότε

f(x0) = f(x0) +
n∑
i=1

fxi(x0)hi +R(x0,h),

όπου

lim
h→0

R(x0,h)

‖h‖
= 0.

Εδώ

h = x− x0, ‖h‖ =
√
h21 + ...+ h2n.

Για x0 = 0 τη σχέση αυτή µπορούµε να την γράψουµε σε µορφή

f(0) = f(0) +
n∑
i=1

fxi(0)xi +R(x),
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όπου

lim
x→0

R(x)

‖x‖
= 0.

§1. Ευστάθεια κατα Lyapunov

Ορισµός. Η µηδενική λύση του συστήµατος (0.1) (εφόσον υπάρχει) ονοµάζε-

ται σηµείο (ή λύση) ισορροπίας.

Ορισµός. Το σηµείο ισορροπίας του συστήµατος (0.1) ονοµάζεται ευσταθές

κατά Lyapunov, αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0, το οποίο εξαρτάται από το

ε, τέτοιο ώστε για οποιαδήποτε λύση x(t) της (0.1), η αρχική τιµή της οποίας

ικανοποιεί την

|x(t0)| < δ,

η ανισότητα

|x(t)| < ε

ικανοποιείται για όλα τα t ≥ t0.
Αν όσο µικρό και αν είναι το δ > 0 τουλάχιστον για µια λύση x(t), που

ικανοποιεί την (1.1), δεν ισχύει η (1.2), τότε λέµε ότι το σηµείο ισορροπίας είναι

ασταθές.

Ορισµός. Αν το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές και επιπλέον υπάρχει ένα

δ1 > 0 τ.ω.

lim
t→∞
|x(t)| = 0,

για κάθε x(t) µε |x(t0)| < δ1, τότε λέµε ότι το σηµαίο ισορροπίας είναι ασυµ-

πτωτικά ευσταθές.

Η λύση της (0.1) x = φ(t) είναι µια διανυσµατική συνάρτηση, που για

n = 2 µπορεί να ϑεωρηθεί ως παραµετρική αναπαράσταση µιας καµπύλης

στο επίπεδο x = (x1, x2). Μπορούµε να την ϑεωρούµε ως τροχιά ή διαδροµή,

που ακολουθείται από ένα κινούµενο σωµατίδιο, του οποίου η ταχύτητα κα-

ϑορίζεται από την διαφορική εξίσωση. Το επίπεδο (x1, x2) αποκαλείται πεδίο

ϕάσεων, και ένα αντιπροσωπευτικό σύνολο από τροχιές αναφέρεται ως εικόνα

ϕάσεων.

Μελέτη της ευστάθειας µιας λύσης φ(t) της (0.1) µπορεί να αναχθεί στην

µελέτη της ευστάθειας της µηδενικής (ή τετριµµένης) λύσης. Πράγµατι, εισά-

γουµε τη συνάρτηση

y(t) = x(t)− φ(t),

όπου ουσιαστικά η y(t) είναι η απόκλιση όλων των λύσεων από την λύση φ(t)
υπό µελέτη. Για την y(t) η (0.1) ϑα πάρει τη µορφή

dy

dt
= F(t,y) ≡ −dφ

dt
+ Φ(t,y + φ).

Είναι προφανές ότι η λύση y ≡ 0 αυτής της εξίσωσης αντιστοιχεί στην φ(t),
που είναι λύση της (0.1).

Παρατηρούµε ότι αν το σύστηµα είναι γραµµικό, δηλαδή

Φ(t,x) = A(t)x + f(t),

τότε

F(t,y) = A(t)y,
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αφού

−dφ
dt

+ Φ(t,y + φ) = −A(t)φ− f(t) + A(t)(y + φ) + f(t) = A(t)y.

΄Αρα από την ευστάθεια της λύσης x = φ(t) προκύπτει η ευστάθεια της

λύσης y ≡ 0 και αντιστρόφως. ∆ηλαδή µπορούµε να αντικαταστήσουµε την

µελέτη της ευστάθειας της λύσης x = φ(t) µε την µελέτη της ευστάθειας της

λύσης ισορροπίας (ή σηµείο ισορροπίας ή σταθερό σηµείο) y ≡ 0.

Παράδειγµα 1.1. Θεωρούµε το εξής σύστηµα

dx1
dt

= x2

dx2
dt

= 1− x22.

Εξετάστε την ευστάθεια της λύσης

φ1(t) = ln
e2t + 1

2
− t,

φ2(t) =
e2t − 1

e2t + 1
(η οποία αντιστοιχεί στις αρχικές συνθήκες φ1(0), φ2(0)) = (0, 0)).

Λύση. Ανάγουµε τη µελέτη της ευστάθειας αυτής της λύσης του συστήµατος

στη µελέτη της ευστάθειας της µηδενικής λύσης (ενός άλλου συστήµατος).

Εισάγουµε µια καινούργια συνάρτηση

(y1, y2) = (x1, x2)− (ln
e2t + 1

2
− t, e

2t − 1

e2t + 1
).

Προφανώς

dy1
dt

=
dx1
dt
− d

dt

[
ln
e2t + 1

2
− t
]

= x2 −
e2t − 1

e2t + 1
= y2

dy2
dt

=
dx1
dt
− d

dt

e2t − 1

e2t + 1
= 1− x22 −

d

dt

e2t − 1

e2t + 1
= −y22 − 2y2

e2t − 1

e2t + 1
.

΄Ετσι η µελέτη της ευστάθειας της λύσης φ = (φ1, φ2) του αρχικού συστήµατος

(1.5) ανάγεται στη µελέτη της ευστάθειας της λύσης (0, 0) του συστήµατος

dy1
dt

= y2,

dy2
dt

= −y22 − 2y
e2t − 1

e2t + 1
.

?

§2. Σηµεία ισορροπίας γραµµικών συστηµάτων

Θα ασχοληθούµε µε την ευστάθεια της λύσης ισορροπίας ενός γραµµικού

και οµογενούς συστήµατος πρώτης τάξης µε σταθερούς συντελεστές για n = 2.
Θεωρούµε το σύστηµα

(2.1)

{
x′ = a11x+ a12y,
y′ = a21x+ a22y,
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ή (
x′

y′

)
= A

(
x
y

)
,

όπου

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
και υποθέτουµε προς το παρόν ότι

detA 6= 0

(άρα το µηδέν δεν είναι ιδιοτιµή του πίνακα A). Η ευστάθεια της λύσης

ισορροπίας εξαρτάται από τις ιδιοτιµές k του πίνακα A. Αναζητάµε την λύση

της (2.1) σε µορφή

x(t) = αekt, y(t) = βekt.

Για να προσδιορίσουµε το k, πρέπει να ϐρούµε τις ϱίζες του χαρακτηριστικού

πολυωνύµου

k2 − (a11 + a22)k + (a11a22 − a21a12) = 0.

Η σταθερές α, β προσδιορίζονται από το αλγεβρικό σύστηµα (3.3) στο Κεφάλαιο

3, §3. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις µε ϐάση τις ιδιοτιµές.

Περίπτωση 1. Οµόσηµες πραγµατικές άνισες ιδιοτιµές.

Εδώ η γενική λύση έχει τη µορφή

x(t) = C1α1e
k1t + C2α2e

k2t,

y(t) = C1β1e
k1t + C2β2e

k2t,

όπου (α1, β1), (α2, β2) είναι ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις k1, k2 αν-

τίστοιχα, C1, C2 είναι αυθαίρετες σταθερές.

΄Εστω k1 < 0, k2 < 0. Τότε η λύση ισορροπίας x ≡ 0, y ≡ 0 είναι ασυµπτω-

τικά ευσταθής και ονοµάζεται κόµβος.

Ας αποδείξουµε πρώτα την ευστάθεια. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ας

πάρουµε t0 = 0. Πρέπει για τυχαίο ε > 0 να ϐρούµε ένα δ > 0 τ.ω. η√
x2(0) + y2(0) < δ

να συνεπάγεται √
x2(t) + y2(t) < ε, ∀t > 0.

Λαµβάνοντας υπόψη ότι η λύση είναι γραµµικός συνδυασµός των(
x1
y1

)
=

(
α1

β1

)
ek1t και

(
x2
y2

)
=

(
α2

β2

)
ek2t

αρκεί να αποδειχθεί το παραπάνω για αυτές τις δύο λύσεις. Για ε > 0 επιλέ-

γουµε δ = ε, προφανώς αν √
α2
i + β2i < δ,

τότε (αφού ki < 0)√
α2
i + β2i e

kit <
√
α2
i + β2i < δ = ε, i = 1, 2.

΄Αρα αποδείξαµε την ευστάθεια. Η ασυµπτωτική ευστάθεια προκύπτει επειδεί

ek1t → 0, ek2t → 0, καθώς t→ +∞.
΄Εστω τώρα k1 > 0, k2 > 0. Η τροχιές σε αυτή τη περίπτωση έχουν το ίδιο σχή-

µα µε τις τροχιές της προηγούµενης περίπτωσης, αλλά η διεύθυνση κίνησης
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είναι αντίθετη, δηλαδή οι τροχιές αποµακρύνονται από το σηµείο ισορροπίας.

Και το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές και ονοµάζεται κοµβική πηγή. Για να

διαπιστώσουµε ότι όντως έχουµε αστάθεια ας πάρουµε π.χ. τη λύση

x(t) = εα1e
k1 , y(t) = εβ1e

k1 , ε > 0

µε αρχικές συνθήκες

x(0) = εα1, y(0) = εβ1

τις οποίες µπορούµε να επιλέξουµε όσο ϑέλουµε κόντα στο σηµείο (0, 0) παίρ-

νοντας µικρό ε √
x2(0) + y2(0) = ε

√
α2
1 + β21 .

Προφανώς√
x2(t) + y2(t) = ε

√
α2
1 + β21e

k1t→ +∞ αν t→ +∞.

Συνεπώς το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές.

Περίπτωση 2. Ετερόσηµες πραγµατικές ιδιοτιµές.

Εδώ έχουµε k1 > 0, k2 < 0. Το σηµείο ισορροπίας, καλείται σε αυτή τη

περίπτωση σαγµατικό σηµείο και είναι ασταθές αφου

ek1t → +∞ καθώς t→ +∞.

Περίπτωση 3. ΄Ισες ιδιοτιµές.

Υποθέτουµε ότι k1 = k2 = k. Αν σε k αντιστοιχεί ένα ιδιοδιάνυσµα, τότε η

γενική λύση ϑα πάρει τη µορφή

x(t) = (C1α1 + C2(α1t+ αγ))ekt,

(2.2)

y(t) = (C1β1 + C2(β1t+ βγ))ekt,

όπου (α1, β1) είναι το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα, και (αγ , βγ) είναι το γενικευ-

µένο ιδιοδιάνυσµα, που αντιστοιχεί στην επαναλαµβανόµενη ιδιοτιµή .

Επίσης, µπορεί να συµβεί ότι σε διπλή ϱίζα k αντιστοιχούν δυο ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα, τότε η γενική λύση ϑα πάρει τη µορφή

x(t) = C1e
kt,

y(t) = C2e
kt.

Στην περίπτωση αυτή το σηµείο ισορροπίας ονοµάζεται γνήσιος κόµβος (ή ά-

στρο).

Αν k < 0, χάρη στον όρο ekt, όλες οι λύσεις τείνουν στο σηµείο ισορροπίας,

δηλαδή το σηµείο ισορροπίας είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. Εάν k > 0, οι

τροχιές ϑα είναι ίδιες, αλλά η διεύθυνση κίνησης ϑα έχει την αντίθετη ϕορά

και το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές. Στην περίπτωση (2.2) το σηµείο

ισορροπίας ονοµάζεται εκφυλισµένος (ή νόθος) κόµβος.

Περίπτωση 4. Μιγαδικές τιµές.

Η ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης έχουν τη µορφή k1,2 = λ+iµ, µ 6= 0.
Η γενική λύση του συστήµατος (2.1) µπορεί να παρασταθεί σε µορφή

x(t) = eλt(C1 cosµt+ C2 sinµt),

y(t) = eλt(C∗1 cosµt+ C∗2 sinµt),
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όπου C1, C2 είναι αυθαίρετες σταθερές και C∗1 , C
∗
1 είναι ορισµένοι συνδυασµοί

των C1, C2.

Είναι προφανές ότι, αν λ < 0, τότε το σηµείο ισορροπίας είναι ασυµπτωτικά

ευσταθές. Αν λ > 0, τότε το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές. Το σηµείο

ισορροπίας σε αυτή τη περίπτωση αποκαλείται σπειροειδές σηµείο (ή εστία).

Αν λ = 0, το σηµείο ισορροπίας, το οποίο ονοµάζεται κέντρο, είναι ευσταθές,

αλλά όχι ασυµπτωτικά ευσταθές (αφού cosµt, sinµt δεν τείνουν στο µηδέν

καθώς t→ +∞).

Περίπτωση 5.

detA = 0.

Αυτό σηµαίνει ότι το µηδέν είναι ιδιοτιµή του πίνακα A. Αν είναι απλή ιδιοτι-

µή, δηλαδή k1 = 0, k2 6= 0, τότε η γενική λύση παίρνει τη µορφή

x = C1α1 + C2α2e
k2t,

y = C1β1 + C2β2e
k2t.

Προφανώς, αν k2 > 0 τότε το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές, αν k2 < 0 τότε

το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές, όχι όµως ασυµπτωτικά ευσταθές.

Αν το µηδέν είναι διπλή ιδιοτιµή, δηλαδή k1 = k2 = 0, τότε έχουµε δυο

περιπτώσεις :

1. η γενική λύση έχει τη µορφή

x = c1, y = c2,

και το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές (όχι ασυµπτωτικά)

2. η γενική λύση έχει τη µορφή

x = C1 + C2t, y = C∗1 + C∗2 t,

και το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές.

Αποδείξαµε το εξής :

Θεώρηµα 2.1 Το σηµείο ισοροππίας του συστήµατος (2.1) είναι

α.) ασυµπτωτικά ευσταθές, αν και µόνο αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα A
έχουν αρνητικά πραγµατικά µέρη,

ϐ.) ασταθές, αν τουλάχιστον µια ιδιοτιµή έχει ϑετικό πραγµατικό µέρος,

γ.) ευσταθές όχι όµως ασυµπτωτικά, αν το πραγµατικό µέρος µιας ιδιοτιµής

είναι µηδέν και της άλλης µη ϑετικό.

Παράδειγµα 2.1. Ταξινοµείστε το σηµείο ισορροπίας του συστήµατος

(2.3)
dx

dt
= x− y, dy

dt
= 2x+ 3y.

Λύση. Η χαρακτηριστική εξίσωση της (2.3) έχει τη µορφή∣∣∣∣ 1− k −1
2 3− k

∣∣∣∣ = 0 =⇒ k2 − 4k + 5 = 0.

Η ϱίζες είναι οι k1,2 = 2± i. Εποµένως η γενική λύση ϑα είναι η

x = C1e
2tcost+ C2e

2tsint, y = C∗1e
2tcost+ C∗2e

2tsint.

Λόγω της παρουσίας του όρου e2t, ϑα έχουµε

(2.4) lim
t→∞

x(t) =∞, lim
t→∞

y(t) =∞.

Από την (2.4) προκύπτει ότι το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές σπειροειδές

σηµείο.
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Παράδειγµα 2.2. Θεωρούµε την εξίσωση

x′′ = −a2x− 2bx′,

η οποία περιγράφει τις ελαστικές ταλαντώσεις µε απόσβεση. Εδώ 2b είναι

ο λεγόµενος συντελεστής απόσβεσης. Εξετάστε την ευστάθεια του σηµείου

ισορροπίας.

Λύση. Ανάγουµε την εξίσωση αυτή σε ένα σύστηµα εξισώσεων πρώτης τάξης,

ϑέτοντας x′ = y, καταλήγουµε στο σύστηµα

(2.5) x′ = y, y′ = −a2x− 2by.

Η χαρακτηριστική εξίσωση που αντιστοιχεί στην (2.5) είναι η∣∣∣∣ −k 1
−a2 −2b− k

∣∣∣∣ = 0 =⇒ k2 + 2bk + a2 = 0 =⇒ k1,2 = −b±
√
b2 − a2.

΄Εχουµε διάφορες περιπτώσεις, αναλόγως των b και a
1. b = 0, ταλαντώσεις χωρίς απόσβεση, k1,2 =

√
−a2 = ±ia. ΄Ολες οι τροχιές

είναι περιοδικές. Το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές αλλά όχι ασυµπτωτικά

ευσταθές (κέντρο).

2. b > 0, b2−a2 ≥ 0. Αρα−b±
√
b2 − a2 < 0, εποµένως το σηµείο ισορροπίας

είναι ασυµπτωτικά ευσταθές (κόµβος).

3. b < 0, b2−a2 < 0. Το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές σπειροειδές σηµείο.

4. b < 0, b2 − a2 ≥ 0. Το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθής κόµβος (κοµβική

πηγή).

5. b > 0, b2 − a2 < 0. Το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές σπειροειδές

σηµείο. ?

Παροµίως µελετάµε και την περίπτωση n > 2.

Παράδειγµα 2.3. Εξετάστε την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας του

σύστήµατος  x′ = −x+ y
y′ = x+ 2y + z
z′ = 3y − z.

Λύση. Οι ιδιοτηµές του πίνακα A

A =

 −1 1 0
1 2 1
0 3 −1


είναι λ1 = −1, λ2 = −2, λ3 = 3 και η γενική λύση ϑα είναι x(t)

y(t)
z(t)

 = C1

 −1
0
1

 e−t + C2

 1
−1

3

 e−2t + C3

 1
4
3

 e3t.

Θεωρούµε µια λύση η οποία ξεκινάει από το σηµείο

(2.7) x(0) = γ, y(0) = 4γ, z(0) = 3γ,

όπου το γ είναι όσο ϑέλουµε µικρό. Ευκολά διαπιστώνουµε ότι η (µερική)

λύση που αντιστοιχεί στις αρχικές συνθήκες (2.7) είναι η x(t)
y(t)
z(t)

 = γ

 1
4
3

 e3t ή x(t) = γe3t, y(t) = 4γe3t, z(t) = 3γe3t.
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Προφανώς η λύση αυτή απειρίζεται καθώς το t τείνει στο άπειρο. ∆ηλαδή η

λύση που ξεκινάει από ένα σηµείο το οποίο ϐρίσκεται όσο ϑέλουµε κοντά στο

(0, 0, 0) τείνει στο άπειρο, άρα δεν έχουµε ευστάθεια. ?

Γενικά για γραµµικά συστήµατα µε σταθερούς συντελεστές :

(2.6)
dx

dt
= Ax, A πίνακας n× n,

ισχεί το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.2 Το σηµείο ισορροπίας του συστήµατος (2.6) είναι

α.) ασυµπτωτικά ευσταθές, αν και µόνο αν όλες οι ιδιοτιµές του πίναικα A
έχουν αρνητικά πραγµατικά µέρη,

ϐ.) ευσταθές, αν υπάρχουν απλές ιδιοτιµές µε µηδέν πραγµατικό µέρος (δη-

λαδή ±iµ, µ ∈ R) και οι υπόλοιπες έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος,

γ.) ασταθές, αν τουλάχιστον µια ιδιοτιµή έχει ϑετικό πραγµατικό µέρος ή αν

οι ϕανταστικές ιδιοτιµές δεν είναι απλές.

Η απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος είναι παρόµοια µε την απόδειξη το Θε-

ωρήµατος 2.1, δηλαδή, ϐρίσκουµε τη γενική λύση και ϐάσει αυτής εξάγουµε

συµπεράσµατα. Η γενική λύση είναι γραµµικός συνδυασµός των (διανυσµα-

τικών) συναρτήσεων της µορφής

Vjt
mj−1eλjt sinµjt ή Vjt

mj−1eλjt sinµjt,

όπου λj±iµj ιδιοτιµή του πίνακα A πολλαπλότηταςmj και Vj διάνυσµα στον

Rn
. Αν η ιδιοτιµή είναι απλή, τότε mj = 1, αν είναι διπλή, τότε mj = 2, ... .

Η περίπτωση όπου οι συντελεστές του πίνακα είναι συναρτήσεις (aij =
aij(t)) εν γένει είναι αρκετά πιο πολύπλοκη.


